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Дәріс сабақтарының  негізгі мазмұны 
Дәріс №1. Бірнеше айнымалылар функциялары  
Бірнеше айнымалылар функциялары туралы негізгі ұғымдар. Біз осы уақытқа дейін 

жоғарғы математика курсында анықталу облысы мен мәндер облысы сандар өсінің кейбір 
ішкі жиындары болып келген бір айнымалы )x(fy = функциясын қарастырдық. 

Бірақ практикада айнымалысы бір аргументтен асатын өзінің зерттеу ерекшеліктері бар 
функциялар кеңінен қолданылады. 

Анықтама. Екі (‰ш) айнымалы функция деп, анықталу облысы жазықтықтағы 
(кеңістіктегі) кейбір ішкіжиындар қурайтын, ал мәндер облысы E  нақты сандар осіне 
жататын, функцияны айтады.  

Егер D Oxyжазықтығында ал  E  Oz  өсінде жатса  онда екі айнымалы функцияны мына  
),( yxfz =   

т‰рде жазамыз. 
Егер  ,OxyzD ⊂  ал OuE ⊂ , онда ‰ш айнымалы функцияны мына т‰рде  

),,( zyxfu =  
жазымыз. 

Анықтама. Радиусы r -ге тең жазықтықтағы  ),( 00 yxM   (немесе кеңістіктегі  
),,( 0000 zyxM ) н‰ктесінің аймағы деп  центрі  0M  н‰ктесіндегі радиусы r -ге тең  

шеңберсіз дөңгелекті (немесе сфеарасыз шарды) айтады.  
Мұндай аймақты  )( 0MU r арқылы белгілейміз.  
Жазықтықта )( 0MU r мына теңсіздігімен анықталады: 

,)()( 22
0

2
0 ryyxx <−+−  

ал кеңістікте –     22
0

2
0

2
0 )()()( rzzyyxx <−+−+− . 

Анықтама. Егер 0M  н‰ктесінің  радиусы r -ге тең кез  келген аймағы  Dжиынымен 
және оның толықтауыш жиынымен қиылысатын болса, онда 0M  н‰ктесі  Dжиынының  
шекаралық н‰ктесі деп аталады. 

D  жиынының барлық шекаралық н‰ктелері осы жиынның шекарасы деп аталады және 
)(DΓ деп белгіленеді.     
Анықтама. )(DΓ шекарасын қамтитын Dжиынын жабық (тұйық) жиын деп 

атаймыз. Бірде – бір шекаралық н‰ктесін қамтымайтын  D  жиыны ашық жиын  деп 
аталады. 

Мысалдар.  
1) )( 0MU r аймағы өз шекарасының бірде – бір н‰ктесін қамтымайды – шеңберді (немесе 

сфераны), сондықтан )( 0MU r  – ашық жиын.  

2)  22
0

2
0 r)yy()xx( ≤−+−  теңсіздігімен жазықтықта берілген дөңгелек өз 

шекарасын – шеңберді қамтиды:   
,)()( 22

0
2

0 ryyxx =−+−  
сондықтан ол – жабық жиын.    
3) Жазықтықтың ширегі мына теңсіздіктермен  

⎩
⎨
⎧

>
≥

0
,0

y
x

 

анықталған және  Oy өсіндегі  шекаралық бөлігін қамтиды және  Ox осінде шекараның 
бөлігін қамтымайды. Бұл жиын ашық та, жабық та емес.  
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  C  – сан болсын.   ),( yxfz = функциясының деңгей сызығы деп, координаталары 
Cyxf =),(  

теңдігін қанағаттандыратын D  анықталу облысындағы  барлық ),( yxM н‰ктелер 
жиынын айтамыз. 

Осы сияқты географиядағы биіктіктері бірдей сызықтар бейнеленеді. Олар теңіз 
деңгейінен жергілікті н‰ктенің биіктігін анықтайтын  ),( yxhz =  функциясының деңгей 
сызықтары болады. 

Мысал. 221 yxz −−=  
 функциясының  әрт‰рлі деңгей сызықтарын табайық. Мұндай сызықтар   

Cyx =−− 221  
теңдеуімен анықталады. 

0=C  болғанда  01 22 =−− yx  аламыз; 

    ;01 22 =−− yx  

    122 =+ yx . 
Сондықтан  0 -дік деңгейде сызық центрі координаталар бас н‰ктесіндегі радиусы 1-ге 

тең шеңбер болады.  

2
1=C  болғанда аламыз: 

2
11 22 =−− yx ; 

4
11 22 =−− yx ; 

4
322 =+ yx . 

2
1=C деңгейдегі сызықтық радиусы 2

3=R -ге тең центрі координаталар бас 

н‰ктесіндегі шеңбер болады.  
1=C  болғанда  

11 22 =−− yx  
теңдеуі )0,0(O н‰ктесін, координаталар басын анықтайды (1 сурет) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1 сурет 
 

1>C  және 0<C  болғанда  Cyx =−− 221  шешулері болмайды,  сондықтан 
берілген функцияның деңгейлік сызықтары жоқ.  
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‡ш айнымалы функция графигінің  орнына келесі ұғымдарды пайдалануға болады.  
),,( zyxfu = функциясының деңгей сызықтары C  деп координаталары 

.),,( Czyxf =  
 теңдік қанағаттандыратынD  анықталу облысының барлық  ),,( zyxM н‰ктелер 

жиынын айтады.  
Мысал. 222 zyxu ++= функциясын қараймыз,  0>C  болғанда деңгей беттері 

радиусы C -ға тең центрі координаталар басында болатын сфералар.  0=C болғанда  0  
деңгей беті координаталар басы болады.  0<C бұл функцияның деңгей беттері жоқ.    

  Бірнеше айнымалы функцияның шегі мен ‰зіліссіздігі.  
Жоғарыда көрсетілген екі – ‰ш айнымалылы функциялардың ұғымдарын  n  айнымалы 

жағдайға жалғастырайық.  
n  айнымалының функциясы   

),,( 21 nxxxfy K=  

деп, анықталу облысы nRD ⊂  - ге жататын, ал мәндер облысы нақты өсьте жататын 
функцияны атайды. Мұндай функциядағы  әрбір ( )nx,...,x,x 21  айнымалылар тобы D -дан 
алынған, жалғыз y  санына сәйкес қояды. 

        n  санды айнымалысы бар функцияның ең жақсы берілу әдісі – аналитикалық әдіс. 
             Анықтама A   саны ( )y,xfz =  функциясының ( )00 y,x  н‰ктесіндегі шегі деп 

аталады, егер әрбір 0>ε  ‰шін ( )00 y,xuδ  аймағындағы барлық ( )y,x  ‰шін, осы н‰ктеден 
басқа, төмендегі теңсіздік 

( ) ε<− Ay,xf  
орындалатындай 0>δ  саны табылса. 
       Егер ( )y,xfz =  функциясының ( )00 y,x  н‰ктесіндегі шегі A  болса, онда ол мына 

т‰рде белгіленеді: 

( ) ( )
( ) Ay,xflim

y,xy,x
=

→ 00

. 

       Бір айнымалы функциялар ‰шін қарастырылған барлық қасиеттер көп айнымалы 
функциялар ‰шін де дұрыс болады. 

       Анықтама  ( )y,xfz =  функциясы ( )00 y,x  н‰ктесінде ‰зіліссіз деп аталады, егер 
төменгі ‰ш шарт орындалса: 

1) 
( ) ( )

( )y,xflim
y,xy,x 00→

  бар болса,  

2) ( )00 y,x  н‰ктесінде функцияның мәні бар,  
3) 

( ) ( )
( ) ( )00

00
y,xfy,xflim

y,xy,x
=

→
. 

       Функцияның ‰зіліссіздігін  келесі теореманың көмегімен зерттеуге болады. 
       Теорема   Кез келген  ( )y,xfz =  элементар функция өзінің анықталу облысының 

барлық ішкі н‰ктелерінде (шеткі н‰ктелерінде емес) ‰зіліссіз болады. 
       Мысал      221 yxz −−= . 
       Функциясының ‰зіліссіз болатын барлық н‰ктелерін табайық. 
       Бұрын айтқандай, бұл функция жабық 

122 ≤+ yx . 
дөңгелекте анықталған. Бұл дөнгелектің ішкі н‰ктелері функцияның  ізделінді ‰зіліссіздік 

н‰ктелері, немесе 221 yxz −−=  функциясы ашық 122 <+ yx  дөнгелекте ‰зіліссіз.         
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 Дербес өсімшелер  мен  дербес  туынды 

 
       Бір айнымалы функциямен салыстырғанда көп айнымалылы функцияның 

өсімшелерінің т‰рлері  көп болады. Бұл жағдайда Oxy  жазықтығындағы қозғалыс ( )00 y,x  
н‰ктесінен әрт‰рлі бағыттарға қарай ж‰ретініне байланысты. 

       Анықтама  ( )y,xfz =  функциясының ( )00 y,x  н‰ктесіндегі x  бойынша өсімшесі  
x∆  -ке сәйкес x  бойынша дербес өсімшесі деп  айтамыз: 

( ) ( )0000 y,xfy,xxffx −∆+=∆ . 
       Бұл өсімше, бір айнымалы ( )0y,xfz =  функцияның 0yy =  тұрақты болғанда ( )y,xf  

функциясының  өсімшесі болады. 
Сол сияқты ( )0y,xfz =  функциясының ( )00 y,x  н‰ктесіндегі y - бойынша өсімшесі −∆y  

ке сәйкес y  бойынша дербес өсімшесі деп  мына айырманы айтамыз: 
( ) ( )0000 y,xfyy,xffy −∆+=∆ .  

        Бұл өсімше 0xx =  тұрақты мәнінде есептелінеді. 
        Мысал   ( ) 104030 ,yx,y,x,xyy,xf =∆=∆===  болсын. 

y,x  бойынша функцияның дербес өсімшелерін  табайық: 
( ) 401040000000000 ,,xyyxyxyxyxyxxfx =⋅=∆=−∆+=−∆+=∆ ; 
( ) 301030000000000 ,,xyyxyxyxyxyyxfy =⋅=∆=−∆+⋅=−∆+=∆ ; 

        Бұл мысалда аргументтердің бірдей өсімшелерінде y,x ∆∆ , дербес өсімшелер әрт‰рлі. 
Бұл  тікбұрыштың қабырғалары 4030 == y,x  болатын, 0x -ді 10,x =∆  ге өсіргенде ауданының 

40,fx =∆ -ке, ал 0y  қабырғасын ,y 0=∆  1-ге өсіргенде ауданының  30,fy =∆  - ке өсетінін 
білдіреді. (2 сур. қара).   

  
 

 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
                                                     2 сурет. 
                  Анықтама    ( )y,xfz =  функциясының  ( )00 y,x  н‰ктесіндегі дербес 

туындысы  деп  осы  функцияның x  бойынша дербес өсімшесінің, осы н‰ктедегі, x  
аргументінің  өсімшесі  x∆ - ке қатынасын  айтады:  

( )
x

fxlim
x

y,xxf
∆
∆

→∆
=′

0
00 . 

Мұндай дербес туындылар ,xf ′   ,xz ′   
x
f
∂
∂ ,   

x
z
∂
∂   символдарымен  белгіленеді. Соңғы 

жағдайда ∂ -әрпі «дербес» сөзін береді. 
Осы  ( )00 y,x  н‰ктесіндегі y  бойынша дербес туынды мына  

( )
y
yf

lim
y

y,xyf
∆
∆

→∆
=′

0
00 . 



 14 
 

шекпен  анықталады. 
Бұл  дербес туындының басқа белгіленулері: yz ′ ,  

y
z,

y
f

∂
∂

∂
∂ .  Функциялардың  дербес 

туындысы  бір  айнымалы  функцияның  туындыларын  табу ережелері бойынша  табылады, 
дифференциалданатын айнымалыдан  басқа  айнымалалар  тұрақты  деп  есептелінеді. 

 −′xf табу   кезінде  y  турақты  деп  есептеледі, ал  yf ′  тапқанда    x - тұрақты  деп 
есептеледі. 

          Мысал   yxz =  функциясының  дербес  туындыларды  табайық: 
,yyxxf 1−=′     xxf y

y ln=′  
          Мысал    3 айнымалы  функцияның  дербес  туындыларын  табайық: 

32 zxyu −= . 
2233232 zxyzu;xyzyu;tyxu −=′=′=′ . 

( )y,xfz =  функциясының  дербес  туындылары  бір  айнымалыны уақтша тұрақты деп  
белгілеп  алғандағы  функцияның   жылдамдығын  көрсетеді. 

         Анықтама   ( )y,xfz =  функциясының  дербес  туындылары  бар  болса,  онда  оның  
дербес  дифференциалдары  деп   

dyyffyd,dxxffxd ′=′= . 
өрнектері  аталады,  мұндағы ydy,xdx ∆=∆= . 
        Екі  айнымалы  функцияның  дербес  дифференциалдары осы екі  айнымалының  

біреуін тұрақты деп  белгілеп  алғандағы  бір  айнымалы  функцияның  дифференциалдары  
болып  табылады. 

 
  Толық  өсімше  мен  толық  дифференциал 

 
        Функцияның  толық  өсімшесінің   дербес  өсімшелерден  айырмашылығы - барлық  

айнымалылары өзгеріп отыратындығында.    
        Анықтама  ( )y,xfz =  функциясының  ( )00 y,x  н‰ктесіндегі  аргументтердің  y,x ∆∆   

өсімшелеріне  сәйкес  толық  өсімшесі  деп  мына айырманы  айтады: 
( ) ( )0000 y,xfyy,xxff −∆+∆+=∆ .                                                            (1) 

        Мысал   ( ) xyyxf =, , 30 =x ,   40 =y ,   10,yx =∆=∆    (алдыңғы  мысалды  қара). 
( )00 y,x  н‰ктесіндегі  толық  өсімшені  табайық: 

( )( ) =−∆∆+∆+∆+=−∆+∆+=∆ 0000000000 yxyxxyyxyxyxyyxxf  
71,001,04,03,000 =++=++= yxxyyx ∆∆∆∆ . 

        Бұл  өсімше  табандары  3,4  болатын тік төртбұрыштың   әр  қабырғасын  0,1 - ге  
өсіргендегі  тік төртбұрыштың   ауданының  өсімшесіне  тең. 

       2 суретте  толық  f∆  өсімшесі  екі  штрихтелген   аудандарына   және  оған  
қабырғасы  0,1 - ге  тең  квадраттың  ауданы  қосылған. 

        Анықтама   Егер  ( )y,xfz =  функциясының  ( )00 y,x  н‰ктесіндегі толық  өсімшесін 
( ) ( ) ,yy,xxy,xyBxAf ∆∆∆β+∆∆∆α+∆+∆=∆  

мұндағы  B,A - тұрақты, βα, - шексіз  аз  ( ) ( )00,y,x →∆∆  жазуға  болатын  болса,  онда 
yBxAdf ∆+∆=  

функцияның  ( )00 y,x   н‰ктесіндегі толық  дифференциалы  деп  аталады.  Толық  
дифференциалды  функция  өсімшесін  негізгі  бөлігі  деп  атайды. 

       Белгілі  бір  н‰ктеде  толық  дифференциалы  бар  функция  осы  н‰ктеде  
дифференциалданатын  функция  деп  аталды. 
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       1  теорема  ( )y,xfz =  функциясы  және  оның  дербес  yx ff ′′,   туындыларды  
( )00 y,x  н‰ктесінің кейбір  аймағында  ‰зіліссіз  болсын.  Онда  ( )y,xfz =  функциясы  ( )00 y,x  
н‰ктесінде  дифференциалданады  және  оның  толық  дифференциалы  дербес  
дифференциалдардың қосндысына  тең: 

dyfdxfdf yx ′+′=                             (2) 
       Дәлелдеуі   Толық  өсімше  −∆f ті  былай  т‰рлендірейік: 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) =−∆++∆+−∆+∆+=−∆+∆+=∆ 000000000000 y,xfyy,xfyy,xfyy,xxfy,xfyy,xxff  
 (әр  айырмаға  Лагранж теоремасын  қолданайық) = ( ) ( ) ycy,xyfxyy,cxxf ∆′+∆∆+′ 00 , 
 мұндағы [ ] [ ]yy,ycy,xx,xcx ∆+∈∆+∈ 0000 . 

yx ff ′′,  ‰зіліссіздіктерінен 
( ) ( )

( ) =∆+′
→∆∆

yy,cxxflim
,y,x

0
00

( )00 y,xxf ′  және 

( ) ( )
( ) ( )00000

y,xyfcy,xyflim
,y,x

′=′
→∆∆  

 шығады. Сондықтан  бұл  дербес  туындыларды  мына  т‰рде жазуға  болады: 
( ) ( ) ( ),y,xy,xxfyy,cxxf ∆∆α+′=∆+′ 000  
( ) ( ) ( ),y,xy,xyfcy,xyf ∆∆β+′=′ 000  

( ) ( )00,y,x, →∆∆−βα - шексіз  аз  шамалар. 
Сондықтан  ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) yxyy,xyfxy,xxfyy,xyfxy,xxff ∆β+∆α+∆′+∆′=∆β+′+∆α+′=∆ 00000000 , 

анықтама  бойынша  ( ) ( ) yyxfxyxfdf yx ∆∆ 0000 ,, ′+′=  болады. Сонымен теорема 
дәлелденді. 

         Мысал    ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ += 22 yxlnz  функциясының  толық  дифференциалын  табыңдар. 

         Бұл  функцияның  дербес  туындыларын  табайық: 

22
2

yx

x
xf

+
=′ ;  

22
2

yx

y
yf

+
=′ ; 

Бұларды  (2) - ге  қойсақ,  онда мынаны аламыз: 
dy

yx

ydx
yx

xf
22

2
22

2

+
+

+
=∆ . 

 Егер  (1) формулдағы  толық  өсімшені   толық  дифференциалмен  ауыстырсақ, онда  
функцияның   жуықтап  табу  формуласын  аламыз: 

( ) ( ) ( ) ( ) yy,xyfxy,xxfy,xfyy,xxf ∆′+∆′+≈∆+∆+ 00000000                  (3). 

         Мысал   ( ) ( )29722054 ,, +  санды  жуықтап  есептейік. 

 Ол  ‰шін  ( ) 22 yxy,xf +=  функциясының  ( )yy,xx ∆+∆+ 00  н‰ктедегі, мұнда   
0303005040 ,y,y,,x,x −=∆==∆= ,  мәнін  жуықтап  есептейік: 

( ) 525232400 ==+=y,xf ; 

( )
22222

2

yx

x

yx

xy,xxf
+

=
+

=′ ;  ( )
5
4

2324

4
00 =

+
=′ y,xxf ; 

( )
22 yx

y
y,xyf

+
=′ ; 

( )
5
3

2324

3
00 =

+
=′ y,xyf ;  Бул  мәндерді  (3) – ке  қойып  аламыз; 

( ) ( ) ( ) 022501800405030
5
3050

5
4529722054 ,,,,,,, =−+=−+⋅+≈+ . 
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          Ескерту    ( )nx...,,x,xfy 21=   көп  айнымалы  функциясының толық  дифференциалы 
мына  формуламен  есептелінеді: 

ndxnxf...dxxfdxxfdy ′++′+′= 2211 . 
          Мысал  xyzu =  3 айнымалы функцияның толық дифференциалын  табайық:  

,xyzu,xzyu,yzxu =′=′=′  
         онда xydzxzdyyzdxdu ++= . 

 
  К‰рделі  және айқындалмаған  функцияларды  дифференциалдау 

 
        Анықтама  ),( vufz = ,  ),( yxuu = ,  ),( yxvv =  функцияларынан  құрылған  

к‰рделі  функция  деп екі ),( yx  айнымалыларынан  тұратын  )),(),,(( yxyxufz ν=  
функцияны  айтамыз. 

       2 теорема  ),( yxuu = ,және ),( yxvv =  функцияларының  x  бойынша  ),( 00 yx  
н‰ктесінде  x , y  бойынша  дербес туындылары  болсын, ал ),( νufz =  функциясы  және  
оның  u  мен  ν  бойынша  дербес туындылары  ),( 00 νu  н‰ктесінің  маңайында  ‰зіліссіз  
болсын, ал ),( 000 yxuu = , ),( 000 yxνν = . 

Онда к‰рделі функцияның 
)),(),,(( yxyxufz ν=                    (4) 

 ),( 00 yx н‰ктесінде дербес туындылары бар және мына формулалармен табылады:   

.
,

yvyuy

xvxux

fufz
fufz
ν
ν
′′+′′=′
′′+′′=′

                                           (5) 

         Дәлелдеуі   ux∆  және νx∆  u , ν  функцияның  ),( 00 yx  н‰ктесіндегі  x  
аргументінің  x∆  өсімшесіне сәйкес дербес өсімшелері болсын. Онда 1 теоремаға  сәйкес 

),( νufz =  функциясының  ),( 00 νu  н‰ктесінде толық  дифференциалы  болады  және оның  
өсімшесі  z∆  мына т‰рде жазылады:  

νβαν xxxvxu ufufz ∆+∆+∆⋅′+∆⋅′=∆ , 
 мұнда α , β  )0,0(),( →∆∆ νu  шексіз аз  шамалар. 
        Соңғы  теңдіктің екі жағында x∆ - ке бөлейік: 

x
x f
x
z ′=

∆
∆

xx
u

x
f

x
u xxx

v
x

∆
∆

+
∆
∆
⋅+

∆
∆′+

∆
∆ νβαν

 

0→∆x  болса, онда  

x
x u
x
u ′→

∆
∆

  x
x

x
νν ′→

∆
∆

,  0→α ,  0→β ; 

xvxux fufz ν ′′+′′=′    аламыз. 
(5) формуладағы екінші теңдікте осылай дәлелденеді.  
Мысал  ν

uz = , yxeu += , )ln(xy=ν  осы функциялардан құрылған к‰рделі 

функцияның туындысын табалық 
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( ) ( ) ( )( ) =−=′′+
′′

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=′ ++

xy
yuexyueuz yx

xx
yx

u
x 2

1ln
νννν ν

(u және ν  мәндерін қойсақ) = 

= 2))(ln()ln( xyx
e

xy
e yxyx ++

− . 

( ) ( ) ( )( ) =−=′′+
′′

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=′ ++

y
uexyueuz yx

yv
y

yx

u
y

11ln 2νννν 2))(ln()ln( xyy
e

xy
e yxyx ++

− . 

Айталық ),( yxfz =  екі айнымалының функциясы және  )(xyy =  бір айнымалының 

функциясы берілсін, сонда к‰рделі    

))(,( xyxfz =   

функциясының туындысын толық туынды деп атайды да былай белгілейді 

xyx yffdx
dz ′⋅′+′= . 

Мысал.  22 yxz +=  және  xy sin= функциясы берілсін. Бұл функцияның x бойынша 

дербес және толық туындыларын табалық.  

x
x
z 2=
∂
∂

. 

xxxxyxxyxyx
dx
dz

yx cossin22cos22)(sin)()( 2222 +=+=′′++′+= . 

)(xyy =  бір айнымалы функциясын мына т‰рдегі  

0),( =yxF . 

теңдеу арқылы жазуға болады. Осындай теңдеумен берілген )(xyy = функциясын айқын 

емес функция деп атайды.  

 

Мысал. 22 xRy −=  функциясының графигі радиусы R - ге тең жоғарғы жарты 

шеңбер болып табылады.  Осы функцияны мына айқын емес 

0222 =−+ Ryx , 

т‰рде жазуға болады. Ал бұл функция сонымен қатар  

22 xRy −−= . 

функциясын анықтайды. 

3. Теорема Айталық ),( 00 yx  н‰ктесінің маңайында  ),( yxFz =  функциясы және  xF ′ , 

yF ′  дербес туындылары ‰зіліссіз болсын, мұнда  0),( 00 =yxF  және  0),( 00 ≠′ yxFy . Сонда 
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0),( =yxF  теңдеуі  0x  н‰ктесінің маңайында дифференциалданатын  )(xyy =  

функциясын анықтайды және оның туындысы 

),(
),(

yxF
yxFy

y

x

′
′

−=′              (6) 

тең. 

Мысал. 0222 =−+ Ryx теңдеуімен берілген функцияның y′ туындысын табалық. 

y
x

y
x

Ryx
Ryxy

y

x
x −=−=

′−+
′−+

−=′
2
2

)(
)(

222

222

. 

Анықтама. 0),,( =zyxF  теңдеуімен берілген ),( yxzz =  функциясын екі айнмалының 

айқын емес функциясы деп атайды. 

4. Теорема  Айталық ),,( 000 zyx  н‰ктесінің маңайында  ),,( zyxFu =  функциясы және  

оның xF ′ , yF ′ , zF ′  дербес туындылары ‰зіліссіз болсын, мұнда  

0),,( 000 =zyxF  и 0),,( 000 ≠′ zyxFz , 

сонда  

0),,( =zyxF . 

теңдеуі ),( 00 yx  н‰ктесінің маңайында дифференциалданатын   ),( yxzz =  

функциясын анықтайды және оның дербес туындылары 

),,(
)..(

zyxF
zyxFz

z

x
x ′

′
−=′ ,          

),.(
),,(

zyxF
zyxF

z
z

y
y ′

′
−=′  

тең.  

Мысал. 02222 =−++ Rzyx  теңдеуі 222 yxRz −−±= функциясын анықтайды. 

Оның графиктері жарты сфералар.  xжәне  y  бойынша дербес туындылары төмендегідей 

болады:  

z
x

z
x

Rzyx
Rzyxz

z

x
x −=−=

′−++
′−++

−=′
2
2

)(
)(

2222

2222

, 

z
y

Rzyx
Rzyx

z
z

y
y −=

′−++

′−++
−=′

)(
)(

2222

2222

. 

Көп айнымалының  бағыт бойынша туындысы және градиенті  
 

( )zyxuu ,,=  ‰ш айнымалы функциясы берілсін. Осы функцияның   

),,( 0000 zyxM н‰ктесінен 0ar  бірлік векторының бағытымен қозғалысының  жылдамдығын 
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қарастырайық. 0ar  векторын бағыттаушы косинустар арқылы анықтайық:  

kjia
rrrr γβα coscoscos0 ++= . Бізге  0ar  векторының бағыттаушысымен берілген 0M  

н‰ктесінен өтетін   l  т‰зуі параметрлік теңдеуімен берілсін.   

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
+=
+=

γ
β
α

cos
cos
cos

:

0

0

0

tzz
tyy
txx

l                                                                  (1) 

0ar  бірлік вектор болғандықтан t  параметрінің  t∆  шамасына өлшемі l т‰зуінің бойымен 

ұзындығы  t∆  кесіндісіне орын ауыстырғанын білдіреді, ал  0=t  болса   0M  н‰ктесіне 

сәйкес келеді.  

Анықтама. 0ar  векторы бағыты бойынша 0M   н‰ктесіндегі  ),,( zyxuu =  

функциясының туындысы  деп  0=t болғандағы l т‰зуіндегі t  бойынша осы  функцияның   

шектеу туындысын айтады. (3- сурет)  

 

 

 

 

                                          

3- сурет 

 
Бұл туынды мына 

0a

u

∂

∂  т‰рінде белгіленеді.  

 Егер бұл 0a  векторы  i
r

, j
r

, k
r

 базистік векторларының біреуімен   сәйкес келсе, онда 

бұл анықтамаға   сәйкес дербес  туындыны  береді, немесе ,
x
u

i
u

∂
∂

=
∂
∂
r

    
,

y
u

j
u

∂
∂

=
∂
∂
r     

z
u

k
u

∂
∂

=
∂
∂
r . 

 Егер ar  бірлік вектор болмаса, онда 
a
u
∂

∂
   дербес туындысы 

0a
u

∂
∂

 -мен  анықталады, 

мұндағы 
a
aa r

r
r
=0  бірлік  вектор  ar  векторына коллинеар. 

( )zyxuu ,,=  функциясының 0a  векторы бағыты бойынша туындысының формуласын 
алайық. Ол ‰шін   (1) деп zyx ,, -ті  u -ға қойсақ: 

)cos,cos,cos( 000 γβα tztytxuu l +++= , соңдықтан  
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( ) =′=
∂
∂

=00
0

)( ttluM
a
u
r 0

coscoscos Mz
u

y
u

x
u

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂ γβα      (2) 

         Анықтама     ),,( zyxfu = функциясының дербес туындылар-координаталары 
болатын вектор 2 функцияның градиенті деп аталады және былай белгіленеді: 

k
z
uj

y
ui

x
uugrad

rrr

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=)(                                                 

 
 

 
0a

u
r

∂
∂

 - ді  u  градиент арқылы өрнектейтін (2)-ден басқа формуланы аламыз:  

0
0

augrad
a
u r
r ⋅=

∂
∂

                                                              (3) 

 Кез келген ar  векторы ‰шін 
a
aa r

r
r
=0  болғандықтан,  

a
augrad

a
u

r

r

r ⋅=
∂
∂

                                                               (4) 

 Егер 
0a

u
r

∂
∂

 -ді ),,( 0000 zyxM  н‰ктесінде есептеу керек болса, онда ugrad  - да    (3), (4) 

формулаларымен  осы н‰ктеде есептеу керек болады. 
           Мысал   222 3),,( yzzxxyzyxu +−=  функциясымен  берілген дененің  

);;(M 1210 −−  н‰ктесіндегі  kjia
rrrr 4312 +−=  вектор бағытындағы  температура  өзгеру  

жылдамдығын есептеу  керек. Ол ‰шін дербес туындылар мен u өрісінің градиентін табамыз:  

xzy
x
u 62 −=
∂
∂

;  22 zxy
y
u

+=
∂
∂

;   yzx
z
u 23 2 +−=
∂
∂

; 

kyzxjzxyixzyugrad
rrr

)23()2()6( 222 +−+++−= ; 

kjiMugrad
rrr

7510)( 0 −+= . 

134)3(12 222 =+−+=ar ;    (4)  формула бойынша есептейміз 

13
77

13
4)7(

13
)3(5

13
1210)( 0 =⋅−+

−
⋅+⋅=

∂
∂ M
a
u
r . 

 
Градиенттің  қасиеттері 
1)u өрісінің градиенті мен 0ar  векторы арасында бұрышы  ϕ  деп белгілейік, онда  (3) тегі 

скаляр  көбейтіндіні мына ϕϕ coscos0 ugradaugrad =
r

 т‰рінде жазуға болады, бұл 

ugrad -дың 0ar векторына проекциясы болады. Демек , 
0a

u r
∂

∂   ugrad векторының 0ar -ге 

проекциясымен дәл  келеді: 

ugradnp
a
u

a0
0

rr =
∂
∂

       (4 сурет)                                  (5) 
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4 сурет 

2)  (5) формула бойынша  
0a

u r
∂

∂   ar  бағыты бойынша максимал болады,  ugrad мен дәл 

келеді, өйткені бұл бағытта 0=ϕ  , 1cos =ϕ . Сондықтан  

ugrad
ugrad

u
a
u

max
a

=
∂

∂
=

∂
∂
r

r
, 

градиент функцияның ең ‰лкен өсу бағытын береді, оның модулі  осы бағыттағы 
туындыға тең. 

Скаляр өріс ‰шін – жергілікті жердің теңіз деңгейінен биіктігі – градиент жергілікті 
жердің ең ‰лкен тік көтерілімінің бағытын көрсетеді, ал оның модулі, немесе осы бағыттағы 
туындысы осы жердің көтерілімінің ең ‰лкен тангесіне тең. Егер кейбір жердің рельефі 

),( yxuz = функциясымен берілсе, онда 0M н‰ктесін бастапқы н‰кте ретінде алып  кез 
келген бағыттағы осы жердің тіктік көтерілімін есептеп шығаруға болады.  Бұл ‰шін  

)( 0Mugrad -ді тауып және оның бағыттағы проекциясын есептесек болды. 
3)  ),,( zyxuu = функциясының экстремаль н‰ктелеріндегі дербес туындылары (егер 

олар болса) нольге тең, бұл экстремумның қажеттілік шартымен туындайды. Градиенттің 
барлық координаталары −0 ге тең н‰ктелер өрістің сингуляр (айрықша) н‰ктелері деп 
аталады. Градиент −0 ге тең емес н‰ктелер регуляр н‰ктелер деп аталады. Географиялық 
картада төбелер, ойыс жерлер, өткелдер сингуляр да, ал басқа н‰ктелер регуляр н‰ктелер 
болады.  

4)  ugrada⊥r векторын алайық. Бұл жағдайда  0a
u =∂
∂ r . Градиентке перпендикуляр 

бағыттағы шексіз аз жылжу мәні тұрақты болып  қалады, демек осы бағытта  u  өрісінің 
деңгейлік беті өтеді. Келесі теорема орынды.  

Теорема. u  функциясының кез келген  ),,( 0000 zyxM регуляр н‰ктесі арқылы оның 
деңгейлік бетіне 0M  н‰ктесі арқылы өтетін    жазықтық ж‰ргізуге болады,  бұл жазықтық 

)( 0Mugrad -ге перпендикуляр. 
Градиенттің осы жазықтыққа нормаль вектор болатынын пайдаланып оның теңдеуін 

аламыз: 

0)zz)(M(
z
u)yy)(M(

y
u)xx)(M(

x
u

000000 =−
∂
∂

+−
∂
∂

+−
∂
∂ .                              (6)  

Екі айнымалы функция ‰шін )( 0Mugrad  осы өрістің деңгей сызығының  жанамасына  
перпендикуляр болады және бұл жанаманың  (6) сияқты теңдеуін былай  

0)yy)(M(
y
u)xx)(M(

x
u

0000 =−
∂
∂

+−
∂
∂                                                     (7) 

жазуға болады.         
5) Градиенттің  төменгі алгебралық қасиеттерін айта кетейік. 



 22 
 

Егер C  – тұрақты болса, онда  0=Cgrad ,    ugradCCugrad = . 
Екі u  және ν  функциясы ‰шін 

ν±=ν± gradugrad)u(grad , ugradgradu)u(grad ν+ν=ν⋅ . 
Дифференциалданатын  )(uFw =  функция ‰шін: 

ugrad)u(F)u(Fgrad ′= . 
Бұл қасиеттерді өріс пен градиенттің анықтамаларымен  оңай дәлелдеуге болады. 
Өріс градиентіне, бағыт бойынша туындыға байланысты кейбір мысалдарды алып 

қарайық. 
Мысал.   q электр зарядынан пайда болған өрісті қарайық. 

      
222

0

zyx

qu
++

ε−
=       ( 0ε - электростатикалық тұрақты). 

2
3222

0

2
3222

0

2
3222

0

)zyx(

kzq

)zyx(

jyq

)zyx(

ixqugrad
++

ε
+

++

ε
+

++

ε
=

rrr

                               (8)  

Егер   ),,( zyx  н‰ктесінің радиус - векторын   rr деп белгілесек, онда  

rzyx r
=++ 222  және градиентті былай жазуға болады:  

3
0

r

rqugrad r

r
ε

= . 

Біз әрбір н‰ктедегі градиенттің осы н‰ктенің радиус – векторына коллинеар екенін 
көреміз және координаталар басынан бағытталған,  оның модулі  

2
0

r

qugrad r
ε

=  

координаталар басынан  қашықтықтың квадратына кері пропорционал. 
Мұнда біз әр н‰ктедегі градиенттің, осы н‰ктеден өтетін деңгейлік бетіне - сфераға 

перпендикуляр екенін көз жеткіземіз. )1,1,1(M н‰ктедегі өрістің деңгейлік бетіне ж‰ргізілген   
жанама жазықтықтың теңдеуін табайық. Деңгейлік бетінің  теңдеуін табу қажет емес. (8) 
теңдіктен 

k

3

qj

3

qi

3

q)1,1,1(ugrad
2
3
0

2
3
0

2
3
0

rrr ε
+

ε
+

ε
=  

екені шығады және (6) теңдіктен  

030)1(

3

)1(

3

)1(

3 2
3
0

2
3
0

2
3
0 =−++⇒=−+−+− zyxzqyqxq εεε

 

Жазықтық   радиус - векторға kjiOM
rrr

++=  перпендикуляр екені шығады. 
Анықтама. Czyxu =),,(  бетінің  жанамасына перпендикуляр т‰зу ),,( 0000 zyxΜ  

жанасу н‰ктесіндегі осы беттің  нормалі деп атайды. 
Кез келген  )z,y,x( 0000Μ  беттің регуляр н‰ктесінде нормаль болады және  функцияның 

осы н‰ктедегі градиентінің бағытында өтеді. Оның параметрлік теңдеулерінің т‰рі: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

′+=

′+=

′+=

t)M(uzz

t)M(uyy
t)M(uxx

0z0

0y0

0x0

. 

Мысал.  Эллипстік параболоид  22 yxz += -тің  )2,1,1(0Μ  н‰ктесіндегі жанама 
жазықтығының және нормаль  теңдеуін жазу керек. 
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Бұл теңдеуді  0yxz 22 =−− т‰рінде жазайық, бұл 22),,( yxzzyxu −−= функциясының 
0 деңгейлік бетін анықтайды. Осыдан xux 2−=′ , yuy 2−=′ , 1=′zu . Демек, 2)( 0 −=′ Mux , 

2)( 0 −=′ Muy , 1)( 0 =′ Muz . Бұл мәндерді жанама жазықтықтың теңдеуіне қойсақ:  
0)2z()1y(2)1x(2 =−+−−−− , т.е. 02zy2x2 =++−−  шығады.  

Нормаль т‰зудің параметрлік теңдеуі мына т‰рде болады: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
−=
−=

t2z
t21y
t21x
. 

Жоғарғы ретті туындылар мен дифференциалдар. 
 Анықтама.  ),( yxfz = функциясының k  ретті дербес туындысы деп оның  )1( −k  

ретті кезкелген туындысының дербес туындысын айтамыз.  
Бұл рекуренттік анықтама функцияның k ретті  дербес туындысын бұл функцияның  

k дербес туындыларын бірінің артынан бірін табу жолымен табу м‰мкіндігін береді. 
),( yxf функциясы нөлінші ретті туынды деп есептеледі.       

),( yxf функциясының бірінші ретті xf ′  және yf ′ туындыларынан x , y бойынша 
туындылар алып төрт екінші ретті туындылар аламыз: 

xxxx ff
x

f )(2

2

′′=′′=
∂
∂

,  yxxy ff
xy
f )(

2

′′=′′=
∂∂

∂
,  xyyx ff

yx
f )(

2

′′=′′=
∂∂

∂
,  yyyy ff

y
f )(2

2

′′=′′=
∂
∂

. 

Бұлардан  x , y  бойынша тағы да туындылар алып 3-і ретті 8 дербес туындыларды 

табамыз. k  ретті екі айнымалының  k2 туындысы бар.  
Мысал. 323 yyxxz ++=  - функциясының 1-і, 2-і ретті  дербес туындыларын табайық. 

xyxf x 23 2 +=′ , 22 3yxf y +=′ , yxxyxf xxx 26)23( 2 +=′+=′′ , 

xxyxf yxy 2)23( 2 =′+=′′ , xyxf xyx 2)3( 22 =′+=′′ , yyxf yyy 6)3( 22 =′+=′′ . 

Бұл мысалда  yxxy ff ′′=′′ және бұл кездейсоқ емес.  
Анықтама.  Функцияның әрт‰рлі айнымалыларымен  дифференциалдауы бар дербес 

туындысы аралас туынды деп аталады. 
Екі айнымалы функциясының 2-і ретті аралас туындысы xyf ′′ және yxf ′′  болды. 
Теорема.  Аралас туындылар туралы. 

),( yxfz = функциясы және xf ′ , yf ′ , xyf ′′ , yxf ′′  туындылары ),( 00 yx н‰ктесінің кейбір 
аймағында ‰зіліссіз болсын. Онда бұл н‰ктеде оның аралас 2-і ретті туындылары өз ара тең 
болады:   

yxxy ff ′′=′′ . 
Дәлелдеуі. Мына 

)),(),(()),(),(( 00000000 yxfyyxfyxxfyyxxfA −∆+−∆+−∆+∆+= .өрнекті 
қарайық. 

Егер  ),(),()( 00 yxfyyxfx −∆+=ϕ  деп белгілеп оған  Лагранж теоремасын 
қолдансақ, онда  

=′∆=−∆+= )()()( 00 cxxxxxA ϕϕϕ =′−∆+′∆ )),(),(( 00 yxfyyxfx cxcx (тағы да Лагранж 
теоремасын ),( yxfz cx′= ‰шін қолданайық)= ),( ccxy yxfyx ′′∆∆ . 

Мұнда ],[ 00 xxxxc ∆+∈  және ],[ 00 yyyyc ∆+∈ , егер  0, >∆∆ yx болса. 
A -ны басқа т‰рде жазайық,  
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),(),()( 00 yxfyxxfy −∆+=ψ деп белгілеп, 
Лагранж теоремасы көмегімен аламыз: 

=−∆+−∆+−∆+∆+= )),(),(()),(),(( 00000000 yxfyyxfyyxfyyxxfA  
=′∆=−∆+= )()()( 00 dyyyyy ψψψ =′−∆+′∆ )),(),(( 00 dydy yxfyxxfy

),( ddyx yxfxy ′′∆∆= . 

Мұнда  ],[ 00 xxxxd ∆+∈ ,  ],[ 00 yyyyd ∆+∈ . 
A -ның осы екі мәнін теңестіріп аламыз: 

),( ccxy yxfyx ′′∆∆ = );,( ddyx yxfyx ′′∆∆ =′′ ),( ccxy yxf ),( ddyx yxf ′′  

Соңғы теңдеудің екі жағында  )0,0(),( →∆∆ yx -ге шекке ұмтылдырып, xyf ′′ , yxf ′′  
‰зіліссіздігін ескеріп  табамыз:   

),(),( 0000 yxfyxf yxxy ′′=′′ . 
Теорема дәледенді. 
 Салдар.  ),( 000 yxM н‰ктесінің маңайында  ).( yxfz = функциясының )1( −k –

гедейінгі барлық дербес туындылары, барлық k  ретті  аралас туындылары ‰зіліссіз болсын. 
Онда бұл н‰ктеде оның k  ретті барлық аралас туындылары, тек дифференциалдау реті 
өзгеше, өз ара тең болады. Бұл салдар x бойынша m , y бойынша )( mk − дифференциалдары 
бар белгілеулер қолдануға болады:  

mkm

k

yx
f

−∂∂
∂

)()(
. 

Салдардың шарттары орындалғанда дифференциалдау реттері қортындыға әсер етпейді. 

Мысал.   33),( yxyxf = болсын.  22

4

)()( yx
f
∂∂

∂
 табайық. 

;3 32 yx
x
f
=

∂
∂

  ;6
)(

3
2

2

xy
x

f
=

∂
∂

  ;18
)(

2
2

3

xy
yx

f
=

∂∂
∂

  xy
yx

f 36
)()( 22

4

=
∂∂

∂
. 

Кез келген дифференциалдау реті  y,x  бойынша екі дифференциалдау кезінде қортынды  
осындай болады.  
Анықтама.  ),( 000 yxM н‰ктесінің маңайында k  ретке дейінгі барлық дербес 

туындылары бар және ‰зілісіз ),( yxfz = функциясы осы н‰ктеде  k рет 
дифференциаданатын функция деп аталады.       

 Анықтама.  ),( yxfz =  0x  де  k  рет дифференциалданатын болсын. Осы функцияның  
k  ретті  дифференциалы деп, dx , dy - тұрақты болып қалған жағдайда оның  )1( −k –і 
толық дифференциалынан алынған толық дифференциалын айтамыз . 

Ол  fd k т‰рінде белгіленеді. 

Мысалы,  +′′+′=′+′== dxdyfdxfdyfdxfddfdfd xyxyx )()()(2  

=′′+′′+′+′′=′′+′+ 22 )()()( dyfdxdyfdydxfdxfdydyfdxf yyxyyxxxyyx  

2
2

22
2

2

2

)(
)(

2)(
)(

dy
y

fdxdy
yx
fdx

x
f

∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

.                                (1) 

Осы сияқты 3-ретті толық дифференциалдау формуласын табуға болады. 

3
3

3
2

2

2
2

2

3
3

3

3
3 )(

)(
)(

)(
3)(

)(
3)(

)(
dy

y
fdydx

yx
fdydx

yx
fdx

x
ffd

∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂∂
∂

+
∂
∂

= . (2) 
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Осы толық дифференциалдар формулаларындағы дербес туындылар алдындағы 
коэффициенттер Ньютон биномындағы коэффициенттермен сәйкес келеді. )y,x(fz =  

функциясының  fd k -ін табу ‰шін формула жазайық: 

(3)    )()(
)()()!(!

!)(
)(

)(
)(

)()(
)()()!(!

!)(
)(

)(
)(

0

1
1

1
1

iik
iik

kk

i

k
k

k
k

k

k

iik
iik

k
k

k

k
k

k

k
k

dydx
yx

f
iki

kdy
y

fdydx
yx
fk

dydx
yx

f
iki

kdydx
yx

fkdx
x

ffd

−
−

=

−
−

−
−

−
−

∂∂
∂

∑
−

=
∂
∂

+
∂∂
∂

++

+
∂∂

∂
−

++
∂∂

∂
+

∂
∂

=

K

K

 
Бұл толық дифференциалдар  ),( 00 yyxxf ∆+∆+  функциясын есептеу ‰шін 

қолданылады.  Бұрын осы формуланы бірінші дифференциалдау көмегімен жуықтап 
есептеуге қолдандық: 

dfyxfyyxxf +≈∆+∆+ ),(),( 0000 . 
Толық  дифференциалдардың жеткілікті санын алып берілген мәнді алдын – ала берілген 

дәлдіктен Тейлор формуласының көмегімен табуға болады: 

!!3!2
),(),(

32

0000 k
fdfdfddfyxfyyxxf

k

+++++≈∆+∆+ K .      (4) 

Мысал.  2233 yxyxz ++= функциясының fd 2 -ін табайық. 
Барлық 2-ші ретті дербес туындыларын табайық: 

22 23 xyx
x
z

+=
∂
∂

;  2
22

2

2

26)23(
)(

yx
x

xyx
x
z

+=
∂
+∂

=
∂
∂

; 

yxy
y
z 22 23 +=
∂
∂

; xy
y

xyx
yx
z 4)23( 222

=
∂
+∂

=
∂∂

∂
; 2

22

2

2

26)23(
)(

xy
y

yxy
y

z
+=

∂
+∂

=
∂
∂

. 

Бұл туындылары (1)-ге қойып аламыз: 
22222 ))(26(8))(26( dyxyxydxdydxyxfd ++++= . 

Егер  10 =x , 10 =y , 1,0== dydx  болса, онда  

24,0)1,0(8)1,0(8)1,0(8),( 222
00

2 =++=yxfd . 
 

Бірнеше айнымалы функцияның экстремумы. 
1. Анықтама. ),( yxfz = функциясының  ),( 000 yxM максимум н‰ктесі  деп аталады, 

егер осы н‰ктенің  )( 0MU  маңайдағы барлық  ),( yx ‰шін мына теңсіздік 
),().( 00 yxfyxf ≤   

орындалса.   
Егер )( 0MU  маңайдағы барлық   ),( yx ‰шін мына  

),(),( 00 yxfyxf ≥ , 
орындаслса, онда  0M н‰ктесі минимум н‰ктесі деп аталады..  
Максимум н‰ктесіндегі функция мәні  ),( 00 yxf функциясының максимумы деп , ал 

минимум н‰ктесіндегі мәні - минимумы  деп аталады.    
Максимум және минимум н‰ктелері – функцияның экстремаль н‰ктелері деп аталады, ал 

максимумдер мен минимумдер - функцияның экстремумдері деп аталады.   
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),( yxfz =  функциясы  0M н‰ктесінің кейбір аймағында анықталсын. Егер  0M  
н‰ктесінде  xf ′  , yf ′  нольге тең болса, не анықталмаса, онда 0M н‰ктесі 

),( yxfz = функцияның к‰дікті (крезистік) н‰ктесі деп аталады.   
Келесі теорема бір айнымалы функцияның экстремумның қажетті шартына  ұқсас. 
1 теорема (экстремумның қажетті шарты) 
Егер  ),( 000 yxM  ),( yxfz =  функциясының экстремаль н‰ктесі болса, онда 0M  осы 

функцияның к‰дікті н‰ктесі болады.  
Дәлелдеуі. Бір айнымалы −x тің функциясын )(),( 0 xgyxfz == қарайық. Экстремаль 

н‰ктенің анықтамасынан 0M н‰ктесінің  )(xg  функциясы ‰шін экстремаль н‰кте болады. Бір 
айнымалы функцияның экстремумның қажетті шарты бойынша  0M  )(xg -тің к‰дікті н‰ктесі 
екені шығады, немесе 

⎢
⎣

⎡
=′=′

.
),()(

болмайды
yxfxg x

0
000  

)(),( 0 yhyxfz == функциясын қарастырып мынаны аламыз: 

⎢
⎣

⎡
=′=′

.
),()(

болмайды
yxfh y

0
0 00  

Мысал. )0,0(O н‰ктесі 22 yxz += функциясының минимум н‰ктесі болады, себебі   
0)0,0( =z , ал басқа барлық н‰ктелерде 0),( >yxz . 

xzx 2=′  және yzy 2=′ , мына ж‰йе  

⎩
⎨
⎧

=
=

02
02

y
x

 

к‰дікті  )0,0(O н‰ктені береді. 

Мысал. 22 yxz −=  функциясының  )0,0(O н‰ктесі экстремаль н‰ктесі болмайды, 
себебі оның кез келген аймағында функция 0)0,0( =z , егер 0=y  O -ден ‰лкен де, ал 

0=x болғанда  O -ден кіші де мәндер қабылдайды. xzx 2=′ , yzy 2−=′ болғандықтан  

),(O 00 координаталары мына ж‰йені 
⎩
⎨
⎧

=−
=

02
02

y
x

, 

қанағатандырады,  −O  к‰дікті н‰кте.   
Бұл мысалдан к‰дікті  н‰ктенің экстремальдық н‰кте болмауы да м‰мкін.  

22 yxz −=  гиперболалық  параболоид, бұл функцияның графигінің т‰рі ертоқымның 
т‰рі сияқты, )0,0(O - н‰ктесі ершік н‰кте болады.   

2 теорема.  (Экстремумның жеткілікті шарттары.) 
),( yxfz =  функциясы өзінің к‰дікті  ),( 000 yxM н‰ктесінің кейбір аймағында 3 рет 

дифференциалданатын болсын.  
Ayxf xx =′′ ),( 00 , Byxf xy =′′ ),( 00 , Cyxf yy =′′ ),( 00 , BACD −= деп белгілейік.  

Онда:   
1) Егер 0>D болса, онда  0M   ),( yxfz = ‰шін экстремаль н‰ктесі болады, егер 0>A  

)0( >C болса, онда бұл – минимум н‰ктесі, ал гегр 0<A  )0( <C  болса, онда 0M - 
максимум н‰ктесі болады. 



 27 
 

2) Егер 0<D болса, онда ),( 000 yxM -н‰ктесінде экстремум жоқ.  
0=D болғанда экстремум табу ‰шін қосымша зерттеулер қажет. Дәлелдеусіз. 

Мысал.  xyyxz 333 −+= функциясының экстремаль н‰ктелерімен экстремумдерін 
табайық. 

yxf x 33 2 −=′ , xyf y 33 2 −=′  болғандықтан барлық ),( yx ‰шін, критикалық н‰ктелерді 
табу ‰шін теңдеулер ж‰йесін шешу керек  
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⎨
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⎨
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0)1(0033
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2
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xy
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xy

xy
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Бұдан екі шешуін аламыз 

⎩
⎨
⎧

=
=

0y
0x

1

1  және  
⎩
⎨
⎧

=
=

1y
1x

2

2  

және екі )0,0(M1  , )1,1(M2  к‰дікті н‰ктелерді табамыз. Екінші ретті дербес туындыларды 
тауып және әрбір н‰ктені экстремумның жеткілікті шарты бойынша зерттейміз.   

x6)y3x3(f x
2

xx =′−=′′ , 3)y3x3(f y
2

xy −=′−=′′ , y6)x3y3(f y
2

yy =′−=′′ . 
а) )0,0(M1 . Бұл жағдайда:   

0)0,0(fA xx =′′= ;  3)0,0(fB xy −=′′= ;  0)0,0(fC yy =′′= ;  09BACD 2 <−=−= . 

Сондықтан  1M  н‰ктесінде экстремум жоқ. 
б) )1,1(2M . Бұл жағдайда: 

6)1,1(fA xx =′′= ; 3)1,1(fB xy −=′′= ;  6)1,1(fC yy =′′= ; 027936BACD 2 >=−=−=  

2M  экстремаль н‰кте. 0, >CA болғандықтан, бұл – минимум н‰ктесі. 2M  н‰ктесіндегі 

функцияның мәні 111311)1,1(f 33 −=⋅⋅−+= - функцияның минимумын береді.  
 


